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ヤコビ法

ヤコビ法

　連立一次方程式の数値解法のうち、反復法
の基本的なもの。

基本式

　xi
(k+1) = (bi -Σ aijxj

(k)-Σ aijxj
(k)) / aii

行列表現
　x(k+1) = D-1[b - Lx(k) - Ux(k)]
　 = D-1[b - (L+U)x(k)]
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ヤコビ法の例
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4x+y=8

x+2y=5.5

4x+y = 8
x+2y=5.5
原点から出発

ヤコビ法の手順

ヤコビ法 ＝ err＜ 1

err← 0

i=1...n x0[i]← x[i]

i=1...n

xnew ← 0

j=1...i-1 xnew ← xnew+a[i,j]・x0[j]

j=i+1...n xnew ← xnew+a[i,j]・x0[j]

xnew ← (b[i]－ xnew)/a[i,i];
x[i]← xnew;
Δ x←｜xnew-x0[i]｜

err← max(err,Δ x/｛ε A+ε R・

[｜xnew｜+｜x0[i]｜]｝)

ガウス・ザイデル法

ヤコビ法との違い

　右辺第1のΣのxj
(k)を最新の値で計算

基本式

　xi
(k+1) = (bi -Σaijxj

(k+1)-Σaijxj
(k)) / aii

行列表現
　x(k+1) = D-1[b - L x(k+1)- U x(k)]
　x(k+1) = (D+L)-1[b - U x(k)]

i -1

j =1

n

j = i+1

収束する例・しない例

例1
2x+ y = 4
x +2y= 5
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2x+y=4
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例2
x +2y= 5
2x+ y = 4

ガウス・ザイデル法のPAD

ガウス・

ザイデル法 ＝ err＜ 1

err← 0

i=1...n

xnew ← 0

j=1...i-1 xnew ← xnew+a[i,j]・x[j]

j=i+1...n xnew ← xnew+a[i,j]・x[j]

xnew ← (b[i]－ xnew)/a[i,i];
xold ← x[i]; x[i]← xnew;
Δ x←｜xnew-xold｜

err← max(err,Δ x/｛ε A+ε R・

[｜xnew｜+｜xold｜]｝)
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反復行列H

反復法の基本式
x(k+1) = Hx(k)+cの形

HJ = -D-1(L+U), HGS = -(D+L)-1U

収束状態
x(*) = Hx(*)+c
よって

x(k+1)- x(*) = H(x(k)- x(*))= … = Hk+1(x(0)-x(*))
H は収束性のカギをにぎる行列

ベクトルと行列のノルム

ベクトルxの大きさ: ノルム¦¦x¦¦
行列Aの大きさ: ノルム¦¦A¦¦
行列Aの最大値ノルム
　　　¦¦A¦¦∞ = max(Σ¦aij ¦)

固有値の絶対値最大の値: スペクトル半径ρ
　　　ρ = max ¦λk¦

¦¦A¦¦ ∞ ≧ ρ

n

j =1i

k

反復法の収束条件

¦¦H¦¦ < 1
ヤコビ法の場合

¦¦HJ¦¦ = max(Σ’|aij /aii|) < 1

「ヤコビ法が収束」ならば「ガウス・ザイデ

ル法も収束」

– ガウス・ザイデル法でもヤコビ法の収束条件
を使用

n

j =1i

反復回数の推定

¦¦x(k+1)-x(k)¦¦≒ρk¦¦x(1)-x(0)¦¦

　εR ≒ ¦¦x(k+1)-x(k)¦¦ / ¦¦x(1)-x(0)¦¦ ≒ρk

　k = N で収束 → εR ≒ ρN

N = logεR / logρ
　ただし、ρ は一般に求めるのが面倒
　 1 ＞ ¦¦H¦¦ ≧ρより

Nmax = logεR / log ¦¦H¦¦ ≧ N

収束予想のPAD

収束予想 ＝

‖HJ‖← 0

i=1...n

amax ← 0

j=1...n i≠ j
amax ← amax+｜a[i,j]｜

‖HJ‖←max(‖HJ‖, amax/｜a[i,i]｜)

‖HJ‖＞ 1
return

Nmax ← logε R /log‖HJ‖

例題4.5

例1
HJ = -D-1(L+U) = -

　　 =

¦¦HJ¦¦ = max(0.5,0.5) = 0.5 < 1

例2
HJ = -D-1(L+U) = -

　　 =

¦¦HJ¦¦ = max(2,2) = 2 > 1

( )1/2 0 
 0 1/2 ( ) 0  1 

 1  0( ) 0  1/2 
1/2  0

( ) 0  2 
 2  0( ) 1  0 

 0  1( ) 0  2 
 2  0
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例題4.8　反復回数の推定

Nmax= logεR / log ¦¦HJ¦¦

　　　 = log 10-5 / log 0.5 =16
NJ　= logεR / logρJ

　　　 = log 10-5 / log 0.5 = 16
NGS = logεR / logρGS

　　　 = log 10-5 / log 0.25 = 8

例題4.9　収束予想

HJ = - D-1(L+U)= -

　　 = -

¦¦HJ¦¦ = max(8/9,8/9,7/9) = 8/9 < 1
Nmax = log 10-5 / log(8/9) = 97
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2/9  0  6/9 
4/9 3/9  0

誤差と条件数

x: 真値、x’: 近似値
　検算による残差: r = b -Ax’= A(x-x’)
　¦¦x-x’¦¦ = ¦¦A-1r¦¦ ≦ ¦¦A-1¦¦ ¦¦r¦¦
一方、¦¦b¦¦ = ¦¦Ax¦¦ ≦ ¦¦A¦¦ ¦¦x¦¦
　より、1/ ¦¦x¦¦ ≦ ¦¦A¦¦ / ¦¦b¦¦
∴　¦¦x-x’¦¦ / ¦¦x¦¦ ≦ ¦¦A¦¦ ¦¦A-1¦¦・¦¦r¦¦ / ¦¦b¦¦
¦¦A¦¦ ¦¦A-1¦¦ : 条件数 cond(A) ≧ 1
　cond(A) >> 1 のとき悪条件、≒1 のとき良

悪条件の例

フォーサイスの例
　　0.780x + 0.563y = 0.217
　　0.913x + 0.659y = 0.254 → 0.254001
　　　x = 1, y = -1 → x = 0.44, y = -0.22
特異行列 cond(A) → ∞
　　　　x + (1/3)y = 4/3
　　(1/3)x + (1/9)y = 4/9 → 4/9 + 0.000001
　　　x = 1, y = 1 → ？

{

{

SOR法（逐次過緩和法）

過緩和法と加速パラメータω

　基本式

　ξi
(k+1) = (bi -Σaijxj

(k+1)-Σaijxj
(k)) / aii

　xi
(k+1) = xi

(k)+ω (ξi
(k+1) -xi

(k))

　ω =1のとき、ガウス・ザイデル法
SOR法
　ω を0～2の範囲でうまく変化させ、最適な条
件で反復収束させるもの。

i -1

j =1

n

j =i+1

SOR法のPAD

SOR法 ＝ err＜ 1

err← 0

i=1...n

ξ← 0

j=1...i-1 ξ←ξ+a[i,j]・x[j]

j=i+1...n ξ←ξ+a[i,j]・x[j]

ξ← (b[i]－ξ)/a[i,i];
xnew ← x[i]+ω (ξ－ x[i]);
xold ← x[i]; x[i]← xnew;
Δ x←｜xnew-xold｜

err← max(err,Δ x/｛ε A+ε R・

[｜xnew｜+｜xold｜]｝)


